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基于滑膜干扰抑制的两轮小车自平衡控制算法

陈运胜　范运活

（广州华立科技职业学院　广州　５１１３２５）

摘　要：新型滑板两轮小车在野外作业和城市道路巡逻等方面具有重要的应用价值，对两轮小车自平衡控制保证小

车稳定可靠性运行的关键。由于两轮小车的轮动控制系统是一个多输入多输出的非线性强耦合系统，在不平稳道路

中容易产生抖振。在常规的滑膜控制的基础上，引入一个非线性滑模切换面误差跟踪项，通过滑膜干扰抑制抖振，提

出一种基于滑膜干扰抑制的两轮小车自平衡控制算法。构建了两轮小车的运动状态方程和平衡控制参量分析模型，

通过非线性滑模切换面误差跟踪进行滑膜自平衡控制律设计，加入非线性取代积分项补偿小车抖振，提高小车平衡控

制系统的鲁棒性。仿真结果表明，采用该控制算法对两轮小车进行自平衡控制过程中，具有较好的平衡性能，输出的

姿态误差减少，小车的稳定性较好，实现了对两轮小车的自平衡控制和调节，且调节作用是长期，持续的，有效保障了

两轮小车的稳定运行。
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１　引　　言

新型滑板车采用两轮轮动设计，通过自带电源提供电

动力，实现快速移动，新型滑板两轮小车无论是作为未来的

智能儿童玩具还是作为交通工具来讲，都具有重要的应用

前景，特别是在城市道路巡逻和野外草原或者沙漠作业中，

两轮小车具有灵活轻便和耗能低等优点，受到了相关应用

界的广泛关注。两轮小车作为一种多参量输入输出

（ＭＩＭＯ）的非线性强耦合系统，在滑动过程中容易受到地

面摩擦力和惯性力等因素的影响，导致失衡，为了提高小车

的稳定性和舒适性，需要对两轮小车进行自平衡控制，研究

两轮小车的自平衡控制算法，在提高两轮小车的可靠性和

稳定性方面具有重要意义，相关的控制算法研究受到了人

们的广泛关注。

·３４·
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传统方法中，对两轮轮动系统的控制方法主要有基于

模糊神经网络控制的小车平衡控制方法、基于滑膜积分的

两轮小车平衡控制算法和基于能量制导控制的车平衡控制

方法等。由于两轮小车的非线性和强耦合特性，导致小车

在不平稳道路中容易产生抖振，传统的控制方法会产生平

衡误差，导致小车失衡和对路面的适应能力降低，对此，相

关文献进行了控制算法的改进设计［１３］。文献［４］提出一种

基于自适应平均加权的两轮移动摇摆小车的轮动控制方

法，采用相空间重构方法进行轮动系统的自由角度控制，提

高了小车的稳定性，但是当小车的角度和角速度出现不规

则变化时，控制性能不好；文献［５］提出一种基于纵向定常

运动分析的两轮小车自平衡控制算法，采用限定初始状态

积分控制对小车的机动性进行滑膜补偿，降低了平衡误差，

但是算法的计算开销较大，随着输入参量的增大，导致控制

系统的实时性不好［６８］。针对上述问题，本文提出一种基于

滑膜干扰抑制的两轮小车自平衡控制算法。算法在常规的

滑膜控制的基础上，引入一个非线性滑模切换面误差跟踪

项，通过滑膜干扰抑制抖振，首先构建了两轮小车的平衡控

制参量模型，然后进行滑膜控制律设计，通过加入非线性取

代积分项补偿小车抖振，提高小车平衡控制系统的鲁棒性，

仿真实验进行了性能验证，展示了本文方法在进行两轮小

车自平衡控制中的优越性能，对两轮小车的抖振和稳态误

差都具有较好的抑制作用，控制精度较高，平衡性能较好，

得出有效性结论。

２　两轮小车数学模型和自平衡控制参量分析

２．１　两轮小车运动状态数学模型

两轮小车采用的是两轮平衡制导方法实现独立滑行，

为了实现对两轮小车的平衡控制，需要首先构建两轮小车

的平衡控制数学模型，采用经典力学方法［９１０］，对两轮小车

的运动空间分为速度坐标系犗狓３狔３狕３、体坐标系犗狓１狔１狕１、

轮动坐标系犗狓２狔２狕２和地面坐标系犃狓狔狕。两轮小车的双

轮质心为坐标系原点犗，速度坐标系犗狓３狔３狕３ 该坐标系原

点犗取在两轮小车的质心上，体坐标系犗狓１狔１狕１ 与两轮小

车耦合的，坐标原点犗取在两轮小车的质心上，构建两轮小

车运动的质心动力学方程：

犿
ｄ犞
ｄ狋
＝－犡－犿犵ｓｉｎθ （１）

犿犞
ｄθ
ｄ狋
＝犢ｃｏｓγ犞 －犣ｓｉｎγ犞 －犿犵ｃｏｓθ－犿犞ｃｏｓθ

ｄψ犞
ｄ狋
＝

犢ｓｉｎγ犞 ＋犣ｃｏｓγ犞 （２）

犑狓
ｄω狓
ｄ狋
－犑狓狔

ｄω狔
ｄ狋
＋（犑狕－犑狔）ω狕ω狔＋犑狓狔ω狓ω狕 ＝犕狓

（３）

犑狔
ｄω狓
ｄ狋
－犑狓狔

ｄω狓
ｄ狋
＋（犑狓－犑狕）ω狓ω狕＋犑狓狔ω狕ω狔 ＝犕狔

（４）

犑狕
ｄω狕
ｄ狋
＋（犑狔－犑狓）ω狔ω狓＋犑狓狔（ω

２
狔－ω

２
狓）＝犕狕 （５）

其中：

ｄ狓
ｄ狋
＝犞ｃｏｓθｃｏｓψ犞 （６）

ｄ狔
ｄ狋
＝犞ｓｉｎθ （７）

ｄ狕
ｄ狋
＝－犞ｃｏｓθｓｉｎψ犞 （８）

ｄ
ｄ狋
＝ω狔ｓｉｎγ＋ω狕ｃｏｓγ （９）

ｄψ
ｄ狋
＝
１

ｃｏｓ
（ω狔ｃｏｓγ－ω狕ｓｉｎγ） （１０）

ｄγ
ｄ狋
＝ω狓－ｔａｎ（ω狔ｃｏｓγ－ω狕ｓｉｎγ） （１１）

ｓｉｎβ＝ｃｏｓθ［ｃｏｓγｓｉｎ（ψ－ψ犞）＋

ｓｉｎｓｉｎγｃｏｓ（ψ－ψ犞）］－ｓｉｎθｃｏｓｓｉｎγ （１２）

ｓｉｎα＝ ｛ｃｏｓθ［ｓｉｎｃｏｓγｃｏｓ（ψ－ψ犞）－

ｓｉｎγｓｉｎ（ψ－ψ犞）］－ｓｉｎθｃｏｓｃｏｓγ｝／ｃｏｓβ （１３）

ｓｉｎγ犞 ＝ （ｃｏｓαｓｉｎβｓｉｎ－ｓｉｎαｓｉｎβｃｏｓγｃｏｓ＋

ｃｏｓβｓｉｎγｃｏｓ）／ｃｏｓθ （１４）

以上各式中，犿 为两轮小车的总质量；犘 为车轮的惯

性矩；θ为两轮小车纵向运动倾角，它表示为横滚速度矢量

（犗狓２轴）与地球坐标系夹角；α为横向摇摆角，两轮小车质

心的速度矢量（犗狓３轴）在两轮小车纵向对称面犗狓１狔１上的

正交空间与犗狓１轴具有扰动性，若犗狓１ 轴位于纵向运动的

侧向水平夹角内，则α为正，反之为负；犡，犢，犣表示两轮小

车在平衡地面运行的阻力、侧向力和摩擦力；犕狓 、犕狔
、犕狕

为分别横滚力矩、小车的侧向力矩和定常力矩；犑狓 、犑狔 、犑狕

分为小车的轮动体系回旋转动惯量；狓，狔，狕为质心位置，

两轮小车的纵轴（犗狓１ 轴）与水平面（犗狓狔 平面）间的夹角

为一个二阶线性系统；ψ犞 为车体绕摆杆旋转的角速度；犲１

为控制系统误差。通过上述两轮小车的运动状态数学模型

构建，得到了两轮小车的运动状态方程，以此为基础进行平

衡控制。

２．２　两轮小车自平衡控制原理和参量分析

在上述两轮小车的运动动力学分析和数学模型构建的

基础上，进行两轮小车的自平衡控制［１１１３］，假设两轮小车运

动在平面上，小车运动的轮动自平衡约束条件描述为：

犡犚犔 ＝犚×θ犚犔 （１５）

犡犚犚 ＝犚×θ犚犚 （１６）

犡犚犔－犡犚犚 ＝犇×δ （１７）

犡犘 ＝犡犚犕 ＋犔ｓｉｎθ犘 （１８）

犡
·

犘 ＝θ
·

犘犔ｃｏｓθ犘＋犡
·

犚犕 （１９）

犢犘 ＝犔ｃｏｓθ犘 （２０）

犢
·

犘 ＝－θ
·

犘犔ｓｉｎθ犘 （２２）

犡犚犚 ＋犡犚犔 ＝２犡犚犕 （２３）

式中：犚表示车轮半径；犔为表示两轮小车的轨迹偏差；犇

·４４·
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为两轮轴线检的距离；犓犿 、犓犲 表示电动势系数；犕犘、犕犚

分别表示质量；犑犚 ＝犑犚犔 ＝犑犚犚、犑犘θ、犑犘δ，假设两轮小车为

一个狀阶稳态多输入多输出（ＭＩＭＯ）系统，系统的状态方

程描述如下：

狔
（狀）
＝犳（狔

（狀－１），…，狔，狋）＋Δ犳（狔
（狀－１），…，狔，狋）＋

犱（狋）＋犫（狔
（狀－１），…，狔，狋）狌 （２４）

式中：狔∈犚
犿 为小车自平衡控制的周期运动输出矢量；犳

∈犚
犿 为扰动函数，狌∈犚

犿 ，犫∈犚
犿 ，满足ｒａｎｋ（犫）＝犿；

Δ犳和犱（狋）分别小车轮动系统自平衡控制的稳态常数和干

扰项，并且满足：

Δ犳（犡，狋）≤犉（犡，狋），犱（狋）≤犇（狋） （２５）

为了分析方便分析，在小车移动过程中，取犑犘θ狘θ犘＝０ 来

代替犑犘δ 。令狓１＝狔，狓２＝狔，…，狓狀＝狔
（狀－１），得到两轮小车

自平衡运动的等幅振荡势能犜和动能犞。

犜＝
１

２
犕犚犔犡

·

犚犔
２
＋
１

２
犕犚犚犡

·

犚犚
２
＋
１

２
犑犚犔θ

·

犚犔
２
＋

１

２
犑犚犚θ

·

犚犚
２ （２６）

犞 ＝犕犘犵犔ｃｏｓθ犘 （２７）

当车轮在做纯滚动的情况下，小车的运动状态方程可

改写为 ＭＩＭＯ形式，为：

狓１＝狓２

狓狀 ＝犳（犡，狋）＋Δ犳（犡，狋）＋犱（狋）＋犫（犡，狋）
｛

狌
（２８）

式中：犡＝［狓
Ｔ
１，狓

Ｔ
２，…，狓

Ｔ
狀］

Ｔ
＝［狓

Ｔ
１，狓

Ｔ
１，…，狓

（狀－１）Ｔ
１ ］Ｔ ，在平衡

运动状态小，对小车的力矩系数进行了线性化处理，车体的

状态δ，δ
·
与状态犡犚犕，犞犚犕，θ犘，ω犘 具有互扰动性，通过上述

描述，实现了对两轮小车自平衡控制的参量分析。

３　滑膜干扰抑制设计和小车自平衡控制律改进

３．１　非线性滑模切换面误差跟踪

在上述运动状态方程设计和运动参量描述的基础上，

对小车进行自平衡控制，对两轮小车自平衡控制保证小车

稳定可靠性运行的关键。由于两轮小车的轮动控制系统是

一个多输入多输出的非线性强耦合系统，在不平稳道路中

容易产生抖振。本文对此进行了算法改进，在常规的滑膜

控制的基础上，引入一个非线性滑模切换面误差跟踪项，通

过滑膜干扰抑制抖振［１４］，两轮小车的滑模切换面状态犡＝

［狓Ｔ１，狓
Ｔ
２，…，狓

Ｔ
狀］

Ｔ
＝ ［狓

Ｔ
１，狓

Ｔ
１，…，狓

（狀－１）Ｔ
１ ］Ｔ ，在有限的时间内

小车自稳定的偏差距离为：犡ｄ＝［狓
Ｔ
１犱，狓

Ｔ
２犱，…，狓

Ｔ
狀犱］

Ｔ
＝［狓

Ｔ
１犱，

狓Ｔ１犱，…，狓
（狀－１）Ｔ
１犱 ］Ｔ，采用滑膜跟踪控制方法进行外部有界干

扰抑制，设计一个高效的控制律如下。定义两轮小车自平

衡状态下的动能为：

　　犈＝犡－犡犱 ＝ ［犲
Ｔ，犲Ｔ，…，犲

（狀－１）Ｔ］Ｔ （２９）

式中：犲＝狓１－狓１犱＝［犲１，犲２，…，犲犿］
Ｔ ，那么滑模面方程在平

衡点附近的误差矢量为：

σ（犡，狋）＝犆犈－犆犘（狋） （３０）

式中：犆∈犚
狀×犿 表示两轮小车周期等幅振荡矩阵，且犆犻，犼

（犻＝１，２，…，狀；犼＝１，２，…，犿）都为一个常量；犘（狋）＝

［狆（狋）
Ｔ，狆（狋）

Ｔ，…，狆
（狀－１）（狋）Ｔ］Ｔ ，当 狆（狋）＝ ［狆１（狋），狆２（狋），

…，狆犿（狋）］
Ｔ 且满足狆犻（狋），得到两轮小车在抖振下的自激

振荡幅度为：

δ
·

［̈］
δ
＝

０ １

０
－犇犓犿犓犲犫６

熿

燀

燄

燅犚

δ

δ
［ ］· ＋

０

犓犿犫
［ ］

６

犝δ （３１）

假设，狆犻（狋）：犚＋　 →犚，狆犻（狋）∈犆
狀［０，∞），狆犻，…，狆

（狀）
犻 ∈

犔∞。选取滑模面的等效控制律为：

狌犲狇狓 ＝λ（－犳^狓－λ狓犲狓－α犲狓＋̈狓）／（λ犵狓＋犵θ） （３２）

狌犲狇θ ＝ （－犳^θ－λθ犲－β犲θ＋̈θ犱）／（λ犵狓＋犵θ） （３３）

存在某个常数犜＞０，狆犻（狋）是在滑膜面［０，犜］上有确

定解的，并且狆犻（０）＝犲犻（０），狆犻（０）＝犲犻（０），…，狆
（狀）
犻 （０）＝

犲
（狀）
犻 （０），当狋＝犜时，振幅比值狆犻（狋），狆犻（狋），…，狆犻（狋）

（狀）都为

０，犻＝１，２，…，犿。犆
狀［０，∞）为 ［０，∞）上所有狀阶阻尼力

矩，得到小车自平衡的恢复力矩狆犻（狋）为：

　　狆犻（狋）＝ ∑
狀

犽 ＝０

１

犽！
犲犻（０）

（犽）狋犽＋∑
狀

犼＝０

（∑
狀

犾＝０

犪犻犼
犜犼－犾＋狀＋１

犲犻（０）
（犾））·狋犼＋狀＋１， ０≤狋≤犜

０， 狋＞

烅

烄

烆 犜

（３４）

式中：犪犻犼为阻尼力矩的特征解，通过引入滑膜积分项，实现

非线性滑模切换面误差跟踪。

３．２　两轮小车自平衡滑膜控制律改进实现

通过上述分析，引入一个非线性滑模切换面误差跟踪

项，进行自平衡控制［１５］，当滑模变量在边界层外时，小车自

平衡控制的滑模面方程为：

　　σ（犡，狋）＝犆犈－犆犘（狋）＝

犆·［犲Ｔ̈犲Ｔ…犲
（狀）Ｔ］Ｔ－犆·［狆（狋）

Ｔ̈
狆（狋）

Ｔ…犘
（狀）（狋）Ｔ］Ｔ ＝

犆狀［犲
（狀）
－狆

（狀）（狋）］＋∑
狀－１

犽＝１

犆犽［犲
（犽）
－狆

（犽）（狋）］＝

犆狀［狓
（狀）
１ －狓

（狀）
１犱 －狆

（狀）（狋）］＋∑
狀－１

犽＝１

犆犽［犲
（犽）
－狆

（犽）（狋）］＝

犆狀［狓狀－狓
（狀）
１犱 －狆

（狀）（狋）］＋∑
狀－１

犽＝１

犆犽［犲
（犽）
－狆

（犽）（狋）］＝

犆狀［犳（犡，狋）＋Δ犳（犡，狋）＋犫（犡，狋）狌＋犱（狋）－狓
（狀）
１犱 －狆（狋）

（狀）］＋

∑
狀－１

犽＝１

犆犽［犲
（犽）
－狆

（犽）（狋）］ （３５）

若两轮移动小车处于两个不同初始状态的平面上运

动，边界层厚度为μ，设计Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数为犞＝
１

２
σ
Ｔ
σ进

行Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函，在狋＝犜时，加入非线性取代积分项补

偿小车抖振，设计得到的滑膜控制器为：
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狓１＝狓３

狓３＝犳θ（犡，狋）＋犵θ（犡，狋）狌（狋）＋犱θ（狋）

狓２＝狓４

狓４＝犳狓（犡，狋）＋犵狓（犡，狋）狌（狋）＋犱狓（狋

烅

烄

烆 ）

（３６）

式中：犡 ＝ ［θ，狓，θ，狓］
Ｔ ，犳狓（犡，狋），犳θ（犡，狋），犵狓（犡，狋），

犵θ（犡，狋）可以确定系统的Ｔｅｒｍｉｎａｌ滑模面
［１６］。

在小车自平衡状态下，两轮小车为一个二阶单摆系

统，找到一个适合的控制规则，使得小车稳定运行，引入一

个滑膜积分项，进行干扰抑制，此时的滑膜控制器设计为：

狌（狋） ＝－ 犫（狓，狋）－
１［犳（犡，狋）－ 狓

（狀）
１犱 － 狆（狋）

（狀）
＋

犆－１狀 ∑
狀－１

犽＝１

犆犽（犲
（犽）
－狆（狋）

（犽））］－犫（狓，狋）－
１ 犆Ｔ狀σ

犆Ｔ狀σ
［犉（犡，狋）＋

犇（狋）＋犓］ （３７）

式中：犓为正整数，表示两轮小车的恢复力矩和阻尼力矩

的误差比值，对上式进行求积分，得到：

犞≤ σ
Ｔ犆狀 Δ犳（犡，狋）＋犱（狋）－

σ
Ｔ犆狀犆

Ｔ
狀σ

犆Ｔ狀σ
［犉（犡，狋）＋

犇（狋）＋犓］ （３８）

在限定初始状态下，若外界干扰为常值，通过滑膜干

扰抑制，由于σ
Ｔ犆狀犆

Ｔ
狀σ＝ 犆Ｔ狀σ

２，则：

犞≤ 犆Ｔ狀σ ｛Δ犳（犡，狋）＋犱（狋）－［犉（犡，狋）＋犇（狋）］｝－

犓 犆Ｔ狀σ ＝ 犆Ｔ狀σ ｛Δ犳（犡，狋） － 犉（犡，狋）＋ ［犱（狋） －

犇（狋）］｝－犓 犆
Ｔ
狀σ ≤－犓 犆

Ｔ
狀σ ＜０（σ ≠０） （３９）

通过上述设计的Ｔｅｒｍｉｎａｌ滑模面方程，实现了对两轮

小车的自适应自平衡控制，且对不确定性干扰参数具有较

好的抑制作用。

４　仿真实验与结果分析

为了测试本文控制算法在实现两轮小车自平衡控制

中的性能，进行仿真实验，实验建立在 ＭＡＴＬＡＢ７．０仿真

软件基础上，仿真中两轮小车质量设定为３２ｋｇ，重心衡重

参数为３０９．９８ｒａｄ／ｓ，地面摩擦力矩为９７８Ｎ·ｓ，两轮小车

系统初始状态为：犡＝［０．３ ０ ０ ０］Ｔ ，小车纵向运动的

偏转角度为０．４ｒａｄ（１８°）。在上述仿真环境和初始条件设

定的基础上，进行两轮小车的自平衡控制仿真，分别在有

滑膜控制器和无滑膜控制器两种方案下进行小车的平衡

控制仿真实验，以小车平衡控制的输出动能、控制姿态输

出误差和控制输出电压为测试指标，得到仿真结果如图１

所示。

从图１可知，采用本文方法，在常规的滑膜控制的基

础上，引入一个非线性滑模切换面误差跟踪项，通过滑膜

干扰抑制抖振，在构建了两轮小车的平衡控制参量模型的

基础上，通过滑膜控制律设计，通过加入非线性取代积分

项补偿小车抖振，提高小车平衡控制系统的鲁棒性，输出

结果可见，采用本文方法进行小车自平衡控制，小车的稳

定性较好，控制姿态输出误差降低，实现了对两轮小车的

自平衡控制和调节，且调节作用是长期，持续的，有效保障

图１　两轮小车自平衡控制仿真效能对比

了两轮小车的稳定运行。

５　结　　语

两轮小车作为一种多参量输入输出（ＭＩＭＯ）的非线

性强耦合系统，在滑动过程中容易受到地面摩擦力和惯

性力等因素的影响，导致失衡，为了提高小车的稳定性和

舒适性，需要对两轮小车进行自平衡控制，本文提出一种

基于滑膜干扰抑制的两轮小车自平衡控制算法。算法在

常规的滑膜控制的基础上，引入一个非线性滑模切换面

误差跟踪项，通过滑膜干扰抑制抖振，构建了两轮小车的

运动方程和平衡控制参量分析模型，然后进行滑膜控制

律设计，通过加入非线性取代积分项补偿小车抖振，提

高小车平衡控制系统的鲁棒性。实验研究和仿真分析

得出，采用本文方法对两轮小车进行自平衡控制，对小

车的抖振和稳态误差都具有较好的抑制作用，姿态误差

减少，控制精度较高，平衡性能较好，展示了较好的应用

价值。
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犖犐推出７位半数字万用表（犇犕犕）

ＰＸＩＥｘｐｒｅｓｓ数字万用表，为更精准更智能的测试系统奠定基础

　　２０１６年６月１６日ＮＩ（美国国家仪器公司，Ｎａｔｉｏｎａｌ

Ｉｎｓｔｒｕｍｅｎｔｓ，简称ＮＩ）作为致力于为工程师和科学家提供

解决方案来帮助他们应对全球最严峻工程挑战的供应商，

近日宣布推出ＮＩＰＸＩｅ４０８１７１／２位数字高性能万用表和

１．８ＭＳ／ｓ的隔离数字化仪。ＮＩＰＸＩｅ４０８１是ＰＸＩＥｘｐｒｅｓｓ

数字万用表，为从消费电子产品行业到航天航空与国防等

各行各业的工程师开发高难度应用所需的智能测试系统

提供了出色的灵活性、分辨率和隔离性能。

ＮＩＰＸＩｅ４０８１是精准的７１／２位数字万用表，为直

流电压测量提供了行业领先的１５ｐｐｍ精度，校准后精

度有效期长达两年。它的电压测量范围可从几纳伏到

一千伏特，电阻测量范围从微欧姆到千兆欧姆。固态分

流器配置提供了１μＡ～３Ａ范围内的８个直流电流量程

以及１００μＡ到３Ａ范围内的６个交流均方根电流量程。

该数字万用表仅占用一个３ＵＰＸＩ插槽，为高通道数系

统提供理想的通道密度，在单个ＰＸＩ机箱的４Ｕ机架空

间内提供１７个数字万用表通道。为了满足高处理能力

应用的需求，隔离数字化仪模式能够以１．８ＭＳ／ｓ的最

大采样率采集所有电压和电流量程内的直流耦合波形。

通过改变数字化仪的采样率，工程师们可以进行１０位

到２３位的数字化仪分辨率调节，以实现速度和精度的

完美结合。

工程师可利用与传统工具一样易用的交互式软件前

面板进行基本测量和调试自动化应用。驱动软件包括一流

的编程 界 面，能 够 配 合 多 种 开 发 环 境 使 用，如 Ｃ ，

Ｍｉｃｒｏｓｏｆｔ．ＮＥＴ和ＬａｂＶＩＥＷ。驱动软件还提供帮助文

件、文档说明和２８个可立即运行的范例程序来辅助测试

代码开发。
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