
  电 子 测 量 技 术

ELECTRONIC MEASUREMENT TECHNOLOGY
第48卷 第3期

2025年2月 

DOI:10.19651/j.cnki.emt.2417244

虑及时变时滞的伺服电机传动系统稳定性分析*

陈子欢1 周占民1 王 鑫1 于 齐1 李 旭2

(1.中国科学院长春光学精密机械与物理研究所
 

长春
 

130033;
 

2.大连理工大学机械工程学院
 

大连
 

116024)

摘 要:针对伺服电机传动系统建模过程对时滞的考虑不够充分、控制增益的整定缺乏以系统稳定为前提给出的分

析、系统稳定判据保守性相对较高的问题,本文提出了一个具有更低保守性的时滞相关稳定判据。首先在惯量结构模

型考虑时变时滞并通过设计相应的控制器建立了时滞闭环系统状态空间方程,然后利用Lyapunov泛函分析法结合自

由权矩阵、时滞分割、积分不等式等技术以降低稳定判据的保守性。通过运行 MATLAB程序得出了由该稳定判据保

证系统稳定的控制器增益适用时滞范围,并得出本文判据使系统稳定的最大时滞上界提高了46.33%,验证了本文判

据具有更低的保守性。本文的稳定性分析研究为更复杂的伺服电机传动系统分析与控制提供理论参考。
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Abstract:Aiming
 

at
 

the
 

problems
 

of
 

insufficient
 

consideration
 

of
 

time
 

delay
 

in
 

the
 

modeling
 

process
 

of
 

servo
 

motor
 

drive
 

system,
 

lack
 

of
 

analysis
 

given
 

in
 

the
 

premise
 

of
 

system
 

stability
 

in
 

the
 

calibration
 

of
 

control
 

gain,
 

and
 

relatively
 

high
 

conservatism
 

of
 

system
 

stability
 

criterion,
 

this
 

paper
 

proposes
 

a
 

time
 

delay
 

related
 

stability
 

criterion
 

with
 

lower
 

conservatism.
 

Firstly,
 

the
 

time-varying
 

delay
 

is
 

considered
 

in
 

the
 

inertia
 

structure
 

model
 

and
 

the
 

state
 

space
 

equations
 

of
 

the
 

time-delayed
 

closed-loop
 

systems
 

are
 

established
 

by
 

designing
 

the
 

corresponding
 

controllers,
 

and
 

then
 

the
 

Lyapunov
 

generalized
 

functional
 

analysis
 

method
 

is
 

used
 

in
 

combination
 

with
 

the
 

techniques
 

of
 

free
 

weight
 

matrix,
 

time
 

delay
 

splitting
 

and
 

integral
 

inequality
 

to
 

reduce
 

the
 

conservatism
 

of
 

the
 

stability
 

criterion.
 

The
 

applicable
 

time
 

delay
 

range
 

of
 

the
 

controller
 

gain
 

for
 

system
 

stability
 

guaranteed
 

by
 

this
 

stability
 

criterion
 

is
 

derived
 

by
 

running
 

the
 

MATLAB
 

program,
 

and
 

it
 

is
 

concluded
 

that
 

this
 

paper's
 

criterion
 

improves
 

the
 

upper
 

bound
 

of
 

the
 

maximum
 

time
 

delay
 

for
 

system
 

stability
 

by
 

46.33%,
 

which
 

verifies
 

that
 

this
 

paper's
 

criterion
 

has
 

a
 

lower
 

conservatism.
 

The
 

stability
 

analysis
 

of
 

this
 

paper
 

provides
 

theoretical
 

reference
 

for
 

the
 

analysis
 

and
 

control
 

of
 

more
 

complex
 

servo
 

motor
 

drive
 

systems.
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0 引  言

  伺服电机传动系统在卫星通信雷达、激光切割机、柔性

机械臂和伺服压力机等众多机电一体化设备上有重要的应

用,且在高速、高精度和小型化等性能指标有日益严苛的需

求[1-4]。然而,伺服电机传动系统的控制性能以及稳定性不

可避免地会受到时滞的影响[5-8],例如在系统传动、信号传

输、信号检测等过程中通常存在时滞,因此对伺服电机传动

系统进行建模、分析与控制时必须充分考虑时滞因素。双

惯量系统是描述伺服电机传动系统结构特性的一种常用且

重要的基本动力学模型[9],双惯量系统比理想刚性的单惯

量系统[10]额外考虑了传动环节的柔性,因而更具一般性。
在开环动力学模型中设计控制器可建立相应的闭环系统,
此建模过程为稳定性分析及控制作铺垫[11-12]。
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对时滞系统稳定性进行分析是时滞系统控制分析研究

中的一个基本问题。当前时滞系统研究中最重要且应用广

泛的方法就是Lyapunov-Krasovskii泛函方法[13-15],其核心

思想就是利用系统的相关状态信息构造一个描述系统能量

随时间变化的Lyapunov-Krasovskii泛函[16-18],再找出使得

有界泛函为正、且泛函随时间不断递减的约束条件。这些

约束条件是使泛函正定且其导数负定的条件,它们构成了

系统稳定性分析的判据。稳定判据往往表述为一系列线性

矩阵不等式(linear
 

matrix
 

inequality,
 

LMI)的形式。LMI
问题的求解已能通过计算机来实现,这得益于凸优化技术

的发展和强大的科学计算软件MATLAB等的出现[19]。因

此,Lyapunov-Krasovskii泛函结合LMI技术是现阶段时滞

系统稳定性分析最常用的途径[20]。
需要指出的是利用此方法得到的稳定判据是保证系统

稳定的充分而非必要条件,所以基于稳定判据所得保证系

统稳定的时滞上界往往会存在保守性,尽可能地降低这种

保守性是时滞相关稳定性分析研究的焦点[21]。在以前,几
乎所有Lyapunov稳定性分析都是运用模型变换和交叉项

界定技术的,其分析过程首先是利用Newton-Leibniz公式

对时滞系统进行模型变换,然后通过不等式放大界定技术

对泛函导数中出现的积分项进行线性化而便于在计算机处

理,然而模型变换和不等式界定处理的过程均会带来一定

程度上的保守性[22]。
通过分析模型变换方法的本质,近年来发展出了一种

全新的自由权矩阵方法,利用自由权矩阵的松散特性,通过

求取最优的权矩阵来大大降低传统的固定权矩阵方法的保

守性,经过进一步的完善和改进使自由权矩阵成为在时滞

系统研究中最主要的方法之一[23]。此外,张传科[24]基于自

由权矩阵提出了积分不等式方法,它直接对泛函导数中的

二次型积分项进行估计获得基于矩阵不等式的时滞相关

条件。
要保证伺服电机传动系统的优良性能,就需要对含有

时滞的伺服电机传动系统开展进一步研究[25]。为此本文

以双惯量时滞伺服电机传动系统为研究对象,建立了虑及

时变时滞的闭环系统状态空间模型。通过研究时变时滞对

系统稳定性影响,利用Lyapunov泛函分析法,提出了一种

结合自由权矩阵、时滞分割、积分不等式等技术而得出的稳

定性判据。应用该时滞稳定判据,降低了使系统稳定的时

滞上界求解的保守性,扩大了求解保证系统稳定的控制增

益适用时滞范围。

1 基于状态空间的伺服电机传动系统建模

  伺服电机传动系统可以精确地把驱动端的运动指令传

递到负载端。基于状态空间的伺服电机传动系统建模虑及

驱动端电磁转矩输入存在的时变时滞。在伺服电机传动系

统开环动力学模型中,设计控制器可获得相应基于状态空

间的闭环系统模型。

1.1 双惯量系统

  在伺服电机传动系统中传动链长度通常不可忽略,传
动机构无法视为刚体并在力矩传递时存在弹性形变,需要

将从驱动端到负载端的传动环节视为柔性。连接驱动端和

负载端的传动机构可视为转动惯量忽略不计的传动轴,由
此可获得双惯量开环系统动力学模型,包括驱动电机与负

载两个惯量体、中间传动轴。两惯量体在驱动端的电磁转

矩和负载端的负载转矩共同作用下,在电机两端均产生各

自的角位移和转速,在中间轴产生抗扭转矩。考虑系统中

含有的时变时滞,其开环结构模型如图1所示。在图1中,

J1和J2分别为驱动端惯量体和负载端惯量体的转动惯量,

b1 和b2 分别为驱动端和负载端的阻尼,Ks 和cs 分别为传

动轴的抗扭刚度和阻尼,这6个参数为模型的系统参数。t
为时间,τ(t)为系统中含有的时变时滞,Te(t-τ(t))为

驱动端惯量体的电磁转矩,TL(t)为负载端惯量体的负载

转矩,θm(t)和ωm(t)分别为电机驱动端惯量体的角位移

和转速,θl(t)和ωl(t)分别为电机负载端惯量体的角位移

和转速,Ts(t)为在中间轴产生的抗扭转矩。

图1 双惯量伺服电机传动系统动力学模型简图

Fig.1 Sketch
 

of
 

the
 

dynamics
 

model
 

of
 

the
 

dual-inertia
 

servo
 

drive
 

systems

下面对双惯量伺服电机传动系统开环结构模型进行动

力学分析。
对驱动端的惯量体分析,由牛顿第二定律可知:

J1θ̈m(t)=Te(t-τ(t))-b1θ
·
m(t)-Ts(t) (1)

其中,θ
·
m(t)和 θ̈m(t)分 别 为θm(t)的 一 阶 导(即

ωm(t))和二阶导(即驱动端角加速度)。
对负载端的惯量体分析,由牛顿第二定律可知:

J2θ̈l(t)=Ts(t)-b2θ
·
l(t)-TL(t) (2)

其中,θ
·
l(t)和θ̈l(t)分别为θl(t)的一阶导(即ωl(t))

和二阶导(即负载端角加速度)。
对中间传动轴分析,由于传动轴的转动惯量可忽略不

计,故转为静力学分析,可知:
Ts(t)=cs θ

·
m(t)-θ

·
l(t)  +Ks(θm(t)-θl(t)) (3)

由以上动力学分析式(1)~(3)可知,双惯量时滞伺服

电机传动开环系统模型可用如下微分方程组来描述:

J1θ̈m(t)=Te(t-τ(t))-b1θ
·
m(t)-Ts(t)

J2θ̈l(t)=Ts(t)-b2θ
·
l(t)-TL(t)

Ts(t)=cs θ
·
m(t)-θ

·
l(t)  +Ks(θm(t)-θl(t))

ωm(t)=θ
·
m(t)

ωl(t)=θ
·
l(t)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(4)
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由式(4)可整理得如下双惯量时滞开环系统状态空间

方程:

x·1(t)

x·2(t)

x·3(t)

x·4(t)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
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􀪁
􀪁
􀪁
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-
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􀭠
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􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
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􀭥
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􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
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x2(t)

x3(t)

x4(t)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

+

0
1
J1

0
0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

ue(t-τ(t))+

0
0
0

-
1
J2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

uL(t)

y(t)=x3(t)= 0 0 1 0  

x1(t)

x2(t)

x3(t)

x4(t)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥
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􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀮠

􀮢

􀮡
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􀪁
􀪁
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􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
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􀪁
􀪁
􀪁
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(5)
其中,x1(t)、x2(t)、x3(t)和x4(t)四个状态分别为

θm(t)、ωm(t)、θl(t)和ωl(t),ue(t-τ(t))=Te(t-τ(t))
为控制输入,uL(t)=TL(t)为负载输入,y(t)=x3(t)为
输出。

1.2 闭环伺服电机传动系统

  如式(5)所示的时滞伺服电机传动开环系统状态空间

方程,可化简为如下的状态空间方程:

x· t  =Axt  +Bue(t-τ(t))+LuL(t)

y(t)=Cxt   (6)

其中,xt  = x1(t) x2(t) x3(t) x4(t)  T 为

状态向量,x· t  为状态向量xt  的一阶导,A、B、L 和C
阵的具体表示对应于式(5),分别为开环系统参数阵、驱动

端参数阵、负载端参数阵和输出参数阵,式(6)与式(5)一一

对应。
设定负载端惯量体的控制目标角位移,并在系统中设

计控制器来调节驱动端输入力矩,以使负载端惯量体输出

角位移到达稳定状态时等于目标角位移。含时变时滞的伺

服传动闭环系统框图如图2所示,在图2中θr(t)为负载端

惯量体的控制目标角位移。

图2 时滞伺服传动闭环系统框图

Fig.2 Block
 

diagram
 

of
 

delay
 

servo
 

drive
 

closed
 

loop
 

systems

当控制器为PID时,3个控制增益为:比例系数、积分

系数和微分系数,则闭环输入应满足如下公式:

ue(t)=-KP[y(t)-θr(t)]-KI∫[y(t)-θr(t)]dt-

KD
d
dt
[y(t)-θr(t)] (7)

其中,KP、KI 和KD 分别为比例系数、积分系数和微

分系数,则ue(t)为闭环输入。则有如下所示的时滞伺服

传动闭环系统状态空间方程:

x-· t  =A
-x- t  +B

-ue(t-τ(t))+L
-uL(t)

y- t  =C
-x- t  +D

-
wuL(t)

ue(t)= -K y- t  -θ
-
r(t)  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (8)

其中,x- t  、y- t  、θ-r(t)和K 分别为状态变量、输出

变量、目标转速向量和控制增益阵,x-· t  为x- t  的一阶

导,且向量x- t  、y- t  、θ-r(t)和矩阵K、A-、B-、L-、C-、D-w 的

具体表达式如下:

x- t  = xT(t)∫yT(t)dt  
T

(9)

y- t  = yT(t)∫yT(t)dt d
dty

T(t)􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 T

(10)

θ-r(t)= θT
r(t)∫θT

r(t)dt
d
dtθ

T
r(t)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 T

(11)

K = KP KI KD  (12)

A- =
A 0
C 0
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,B-
=

B
0
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,L- =
L
0
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 (13)

C-
=

C 0
0
CA

1
0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,D

-
w =

0
0
CL

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (14)

系统式(8)可整理为如下时滞模型:

x-· t  =A
-x- t  +A

-
dx- t-τ(t)  +B

-
w1uL(t)+

B-
w2uL(t-τ(t))+B

-
rθ

-
r(t-τ(t)) (15)

其中,A-d= -B
-KC- 为状态时滞系数阵,B-

w1=L
- 为负载

非时滞系数阵,B-w2= -B
-KD-w 为负载时滞系数阵,B-r=B

-K
为目标角位移时滞系数阵。

考虑系统式(15)稳定运行时的平衡状态,则有:

x-·*(t)=A-x-*(t)+A-dx-*(t-τ(t))+B-
w1uL(t)+

B-
w2uL(t-τ(t))+B

-
rθ

-
r(t-τ(t)) (16)

其中,x-*(t)为平衡状态。设xs(t)=x- t  -x-*(t)

为新状态变量,令 As =A-,Ads =A-d,则由式(15)减去

式(16)可得:

x·s(t)=Asxs(t)+Adsxs(t-τ(t)) (17)
其中,As 和Ads 为闭环系统阵和时滞阵,状态xs(t)的

平衡状态为原点xe =0。 由此可知,系统式(15)在平衡状

态x-*(t)的稳定性,等价于系统式(17)在原点的稳定性。

2 时滞系统稳定性分析

  针对闭环时滞伺服电机传动系统,研究系统存在的时

变时滞,进行稳定性分析获得闭环系统稳定判据。
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2.1 稳定性分析前的准备

  本章为书写方便且规避符号与上一章混淆的情况,而
省略系统式(17)的下角标s得到系统:

x· t  =Axt  +Adxt-τ(t)  (18)
从式(18)开始,A、Ad 和xt  的含义同式(17)的As、

Ads 和xs(t)。以原点xe=0为稳定状态的系统式(18),假
设其时滞和初始状态满足如下条件:
0≤τ(t)≤h,xt  =λt  ,t∈ [-h,0] (19)
其中,常数h为时滞τ(t)的上界,λt  为可微初值函

数。若 ∃δ >0,α ≥0,γ >0三常数,当λt  的范数

‖λt  ‖ ≤δ且从λt  沿状态轨线出发在接近稳定状

态的过程中,使系统状态xt  的范数满足 ‖xt  ‖ ≤
γe-αtδ,则称平衡状态xe 是指数渐近稳定的。对于时滞伺

服电机传动系统,将指数稳定性用于分析中,能避免出现系

统稳定时间过长的情况。
下面对系统式(18)利用Lyapunov泛函分析法进行指

数稳定性分析。对时滞τ(t)的区间 [0,h]一分为二以降

低稳定性分析的保守性,公式如下:
0=h0≤h1<h2 =h,h1 =h2/m,m >1 (20)
其中,h0 =0为时滞下界,h2 =h为时滞上界、h1 ∈

(0,h)为时滞区间的一个分界,m 为时滞分割系数。系统

式(18)的时滞τ(t)存在以下两种情况:
情况1:0=h0≤τ1(t)≤h1<h2 =h (21)
情况2:0=h0≤h1<τ2(t)≤h2 =h (22)
其中,τ1(t)和τ2(t)分别为情况1和情况2的时滞,

通过寻找适当的m 值,可使时滞上界h取到最大值hmax。

引理(Schur补[26])若给定实对称矩阵S=
S11 S12

ST
12 S22

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,

则存在如下等价关系(在本文中方阵小于0代表负定):
S<0⇔S11<0,S22-ST

12S-1
11S12 <0⇔S22 <0,S11-

S12S-1
22ST

12<0 (23)
2.2 基于自由权矩阵-时滞分割的改进稳定判据

  本文利用Lyapunov-Krasovskii泛函分析法结合自由

权矩阵、时滞分割、积分不等式技术,对时滞系统式(18)提
出如下的稳定判据。

给定时滞上界h2 =h>0、时滞分割系数m =h2/h1>
1及指数衰减率α≥0,若存在合适维数的对称阵P,Ri,
Zi(i=1,2),合适维数矩阵Nj,Mj,Oj,Sj,Tj,Uj

 (j=1,
2,3,4),使得如下LMI成立:

P>0,Ri>0,Zi>0(i=1,2) Φ <0,Ψ <0
(24)

其中(在本文中*代表方阵中的对称元素),

Φ =

Δ h1e
-αh1N h1e

-αh1M h2-h1  e
-αh2O

* h1e
-αh1Z1 0 0

* * h1e
-αh1Z1 0

* * * h2-h1  e
-αh2Z2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(25)

Ψ =

Ω h1e
-αh1S h2-h1  e

-αh2T h2-h1  e
-αh2U

* h1e
-αh1Z1 0 0

* * h2-h1  e
-αh2Z2 0

* * * h2-h1  e
-αh2Z2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(26)

N =

N1

N2

N3

N4

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

M =

M1

M2

M3

M4

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

O =

O1

O2

O3

O4

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

S =

S1

S2

S3

S4

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

T =

T1

T2

T3

T4

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

U =

U1

U2

U3

U4

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(27)

Δ=

Δ11 Δ12 Δ13 Δ14

* Δ22 Δ23 Δ24

* * Δ33 Δ34

* * * Δ44

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

Ω =

Ω11 Ω12 Ω13 Ω14

* Ω22 Ω23 Ω24

* * Ω33 Ω34

* * * Ω44

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(28)

式中:Δ11 = PA +ATP +αP +R1 +R2 +ATΘA +

N1+NT
1  e

-αh1

Δ12=PAd+ATΘAd+ NT
2-N1+M1  e

-αh1

Δ13= NT
3-M1  e

-αh1+O1e
-αh2

Δ14=NT
4e
-αh1-O1e

-αh2

Δ22=AT
dΘAd+ -N2-NT

2+M2+MT
2  e

-αh1

Δ23= -NT
3+MT

3-M2  e
-αh1+O2e

-αh2

Δ24= -NT
4+MT

4  e
-αh1-O2e

-αh2

Δ33= -R1-M3-MT
3  e

-αh1+ O3+OT
3  e

-αh2

Δ34= -MT
4e
-αh1+ OT

4-O3  e
-αh2

Δ44= -R2-O4-OT
4  e

-αh2

Ω11 = PA +ATP +αP +R1 +R2 +ATΘA +

S1+ST
1  e

-αh1

Ω12=PAd+ATΘAd+ST
2e
-αh1+ -T1+U1  e

-αh2

Ω13= ST
3-S1  e

-αh1+T1e
-αh2

Ω14=ST
4e
-αh1-U1e

-αh2

Ω22=AT
dΘAd+ -T2-TT

2+U2+UT
2  e

-αh2

Ω23= -S2e
-αh1+ -TT

3+T2+UT
3  e

-αh2

Ω24= -TT
4+UT

4-U2  e
-αh2

Ω33= -R1-S3-ST
3  e

-αh1+ T3+TT
3  e

-αh2
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Ω34= -ST
4e
-αh1+ TT

4-U3  e
-αh2

Ω44= -R2-U4-UT
4  e

-αh2

Θ =h1Z1+(h2-h1)Z2

则满足时滞约束式(19)的系统式(18)是指数稳定的。
证明:根据经验构造出的Lyapunov泛函为:

V(t)=V1(t)+V2(t)+V3(t) (29)

V1(t)=xT(t)Pxt  (30)

V2(t)=∫
t

t-h1
xT(s)eα(s-t)R1xs  ds+

∫
t

t-h2
xT(s)eα(s-t)R2xs  ds (31)

V3(t)=∫
0

-h1∫
t

t+θ
x·T(s)eα(s-t)Z1x· s  dsdθ+

∫
-h1

-h2∫
t

t+θ
x·T(s)eα(s-t)Z2x· s  dsdθ (32)

其中,P,Ri,Zi(i=1,2)均为正定阵。令V
·(t)表示

V(t)的一阶导,若∃α≥0使得V
·(t)+αV(t)为负定,则系

统式(18)指数稳定。将V
·(t)+αV(t)展开如下:

V
·(t)+αV(t)=V

·

1(t)+αV1(t)+V
·

2(t)+αV2(t)+

V
·

3(t)+αV3(t) (33)

V
·

1(t)+αV1(t)=xT(t)PA+ATP+αP  xt  +
2xT(t)PAdxt-τ(t)  (34)

V
·

2(t)+αV2(t)=xT(t)R1+R2  xt  -xT(t-

h1)e
-αh1R1xt-h1  -xT(t-h2)e

-αh2R2xt-h2  (35)

V
·

3(t)+αV3(t)=xT(t)ATΘAxt  +
2xT(t)ATΘAdxt-τ(t)  +xT(t-

τ(t))AT
dΘAdxt-τ(t)  -∫

t

t-h1
x·T(s)eα(s-t)Z1x· s  ds-

∫
t-h1

t-h2
x·T(s)eα(s-t)Z2x· s  ds (36)

其中,Θ=h1Z1+(h2-h1)Z2。下面考虑对时滞分割

而产生的两种情况:

1)对于情况1时滞τ(t)=τ1(t)∈ [0,h1],V
·

3(t)+
αV3(t)的后两项积分可写为:

-∫
t

t-τ1(t)
x·T(s)eα(s-t)Z1x·s  ds-∫

t-τ1(t)

t-h1
x·T(s)eα(s-t)Z1x·s  ds-

∫
t-h1

t-h2
x·T(s)eα(s-t)Z2x· s  ds≤-e

-αh1∫
t

t-τ1(t)
x·T(s)Z1x· s  ds-

e
-αh1∫

t-τ1(t)

t-h1
x·T(s)Z1x· s  ds-e

-αh2∫
t-h1

t-h2
x·T(s)Z2x· s  ds

(37)
对情况1引入向量:

δ1t  = xT(t)xT(t-τ1(t))xT(t-h1)xT(t-h2)  T

(38)
为消除式(34)的3个积分项,引入以下三组合适维数

的自由权矩阵:

N =

N1

N2

N3

N4

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

, M =

M1

M2

M3

M4

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

, O=

O1

O2

O3

O4

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(39)

由Newton-Leibniz公式可知:

xt  -xt-τ1(t)  -∫
t

t-τ1(t)
x· s  ds=0 (40)

xt-τ1(t)  -xt-h1  -∫
t-τ1(t)

t-h1
x· s  ds=0 (41)

xt-h1  -xt-h2  -∫
t-h1

t-h2
x· s  ds=0 (42)

为消去式(37)右端第1项积分∫
t

t-τ1(t)
x·T(s)Z1x· s  ds,

引入2δT
1(t)N xt  -xt-τ1(t)  -∫

t

t-τ1(t)
x· s  ds  =

0,则:

2δT
1(t)N xt  -xt-τ1(t)    =

xT(t)N1+NT
1  xt  +2xT(t)NT

2xt-τ1(t)  +
2xT(t)NT

3xt-h1  +2xT(t)NT
4xt-h2  +

2xT(t)-N1  xt-τ1(t)  +xT(t-
τ1(t))-N2-NT

2  xt-τ1(t)  +2xT(t-
τ1(t))-NT

3  xt-h1  +2xT(t-τ1(t))-NT
4  xt-h2  

(43)

-2δT
1(t)N∫

t

t-τ1(t)
x· s  ds≤τ1(t)δT

1(t)NZ-1
1NTδ1t  +

∫
t

t-τ1(t)
x·T(s)Z1x· s  ds (44)

为消去式(37)右端第2项积分∫
t-τ1(t)

t-h1
x·T(s)Z1x· s  ds,

引 入2δT
1(t)M xt-τ1(t)  -xt-h1  -∫

t-τ1(t)

t-h1
x· s  ds  =

0,则:

2δT
1(t)M xt-τ1(t)  -xt-h1    =

2xT(t)M1xt-τ1(t)  +xT(t-τ1(t))(M2+
MT
2)xt-τ1(t)  +2xT(t-τ1(t))MT

3xt-h1  +
2xT(t-τ1(t))MT

4xt-h2  +
2xT(t)-M1  xt-h1  +
2xT(t-τ1(t))-M2  xt-h1  +
xT(t-h1)-M3-MT

3  xt-h1  +
2xT(t-h1)-MT

4  xt-h2  (45)

-2δT
1(t)M∫

t-τ1(t)

t-h1
x·s  ds≤(h1-τ1(t))δT

1(t)MZ-1
1MTδ1t  +

∫
t-τ1(t)

t-h1
x·T(s)Z1x· s  ds (46)

为消去式(37)右端第3项积分∫
t-h1

t-h2
x·T(s)Z2x· s  ds,

引入2δT
1(t)O xt-h1  -xt-h2  -∫

t-h1

t-h2
x· s  ds  =

0,则:

2δT
1(t)O xt-h1  -xt-h2    =

·03·
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2xT(t)O1xt-h1  +2xT(t-τ1(t))O2xt-h1  +
xT(t-h1)O3+OT

3  xt-h1  +
2xT(t-h1)OT

4xt-h2  +2xT(t)-O1  xt-h2  +
2xT(t-τ1(t))-O2  xt-h2  +
2xT(t-h1)-O3  xt-h2  +
xT(t-h2)-O4-OT

4  xt-h2  (47)

-2δT
1(t)O∫

t-h1

t-h2
x·s  ds≤(h2-h1)δT

1(t)OZ-1
2OTδ1t  +

∫
t-h1

t-h2
x·T(s)Z2x· s  ds (48)

将式(34)~(36)、(43)~(48)代入到式(33),得到:

V
·(t)+αV(t)≤δT

1(t)φδ1t  (49)
其中,

φ=Δ+τ1(t)e
-αh1NZ-1

1NT+(h1-τ1(t))e
-αh1MZ-1

1 MT+
(h2-h1)e

-αh2OZ-1
2OT≤Δ+h1e

-αh1NZ-1
1NT+h1e

-αh1MZ-1
1 MT+

(h2-h1)e
-αh2OZ-1

2OT =Δ+ N M O  

h1e
-αh1Z-1

1 0 0

0 h1e
-αh1Z-1

1 0

0 0 h2-h1  e
-αh2Z-1

2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

NT

MT

OT

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (50)

Δ=

Δ11 Δ12 Δ13 Δ14

* Δ22 Δ23 Δ24

* * Δ33 Δ34

* * * Δ44

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(51)

其中,Δij(i,j=1,2,3,4)定义于前述判据中,利用

Schur补引理对式(50)最右端进一步处理得:

Φ =

Δ h1e
-αh1N h1e

-αh1M h2-h1  e
-αh2O

* h1e
-αh1Z1 0 0

* * h1e
-αh1Z1 0

* * * h2-h1  e
-αh2Z2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(52)
则式(50)最右端负定等价于 Φ 负定,从而保证φ

负定。

2)同理对情况2时滞τ(t)=τ2(t)∈ (h1,h2],V
·

3(t)

+αV3(t)的后两项积分可写为:

-∫
t

t-h1
x·T(s)eα(s-t)Z1x· s  ds-∫

t-h1

t-τ2(t)
x·T(s)eα(s-t)Z2

x· s  ds -∫
t-τ2(t)

t-h2
x·T(s)eα(s-t)Z2x· s  ds ≤- e

-αh1∫
t

t-h1

x·T(s)Z1x· s  ds-e
-αh2∫

t-h1

t-τ2(t)
x·T(s)Z2x· s  ds-e

-αh2∫
t-τ2(t)

t-h2

x·T(s)Z2x· s  ds (53)
对情况2引入向量:

δ2t  = xT(t)xT(t-τ2(t))xT(t-h1)xT(t-h2)  T

(54)
为消除式(53)的3个积分项,引入以下3组合适维数

的自由权矩阵:

S=

S1

S2

S3

S4

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,
 

T=

T1

T2

T3

T4

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,
 

U =

U1

U2

U3

U4

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(55)

进行类似情况1的推导过程,可得到:

V
·(t)+αV(t)≤δT

2(t)ψδ2t  (56)
其中,

ψ =Ω+h1e
-αh1SZ-1

1ST+(τ2(t)-h1)e
-αh2TZ-1

2TT+

(h2-τ2(t))e
-αh2UZ-1

2UT ≤Ω+h1e
-αh1SZ-1

1ST+

(h2-h1)e
-αh2TZ-1

2TT+(h2-h1)e
-αh2UZ-1

2UT=Ω+ S T U  

h1e
-αh1Z-1

1 0 0

0 h2-h1  e
-αh2Z-1

2 0

0 0 h2-h1  e
-αh2Z-1

2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

ST

TT

UT

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (57)

Ω =

Ω11 Ω12 Ω13 Ω14

* Ω22 Ω23 Ω24

* * Ω33 Ω34

* * * Ω44

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(58)

其中,Ωij(i,j=1,2,3,4)定义于前述判据中,利用

Schur补引理对式(57)最右端进一步处理得:

Ψ =

Ω h1e
-αh1S h2-h1  e

-αh2T h2-h1  e
-αh2U

* h1e
-αh1Z1 0 0

* * h2-h1  e
-αh2Z2 0

* * * h2-h1  e
-αh2Z2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(59)
则式(57)最右端负定等价于 Ψ 负定,从而保证 ψ

负定。
这样,情况1和情况2的全部判据构成了保证时滞系

统(18)指数稳定的充分条件,证毕。

3 时滞系统稳定性判据应用

  在2.2节的稳定判据中,Φ <0和Ψ <0是线性矩阵

不等式(LMI),LMI问题可在 MATLAB中调用LMI相关

的函数来处理。仿真实验计算中采用的主要参数如下:
在双惯量系统中,两惯量体的转动惯量和阻尼分别为

Ji=5×10-3kg·m2,bi=3×10-2N·m·s/rad(i=1,

2),中间轴抗扭刚度 Ks =100 N·m/rad和阻尼cs =
0.1N·m·s/rad。为研究方便且不失研究方法的一般性,

MATLAB仿真中不妨设定微分系数KD =0.002
 

5,仅考

虑PI参数的变化。根据获得的时滞稳定性分析判据条件,

·13·
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给定指数衰减率α=0.2,时滞分割系数m =2,计算在不

同控制增益下保证系统(18)稳定的时滞上界h 最大值hmax

(利用二分法保留4位小数)。
依据2.2节的稳定判据条件,对时滞系统式(18)进行

稳定性分析仿真。hmax计算结果如表1所示(其中“-”代表

该组控制增益下,应用2.2节的稳定判据无法判定系统

式(18)是否稳定),表1中第一行数据为积分系数KI 的取

值。从表1可以得出,对于双惯量时变时滞伺服电机传动系

统式(18),使时滞上界h 最大(1.311
 

2
 

s)的最优控制增益

大致在 (KP,KI)=(0.02,0.003)处附近。

表1 时滞闭环系统稳定的hmax 与控制增益的关系

Table
 

1 The
 

relationship
 

between
 

hmax
 and

 

control
 

gain
 

for
 

stable
 

time-delay
 

closed-loop
 

systems

KP 0.001 0.003 0.005 0.02 0.05 0.1 0.5

0.005 - - - - - - -

0.02 - 1.311
 

2 1.064
 

2 0.220
 

2 - - -

0.05 0.000
 

2 - 1.132
 

7 0.931
 

5 0.453
 

4 0.187
 

0 -

0.1 0.000
 

2 - - 0.599
 

3 0.531
 

0 0.389
 

9 0.008
 

5

0.5 0.018
 

8 0.013
 

0 0.004
 

0 - 0.121
 

2 0.119
 

0 0.099
 

7

1 0.004
 

6 0.040
 

7 0.007
 

9 - - 0.059
 

9 0.055
 

6

  下面在不同控制增益下对系统式(18)状态xt  的稳

定性进行Simulink验证。取初始状态为[0
 

1
 

0
 

1
 

0]T,指数

稳定标准线(指数衰减线)的指数衰减率为0.2,生成的时

变时滞在0~1.311
 

2
 

s间按 MATLAB的随机种子0变

化,(KP,KI)分别取为(0.02,0.003)、(0.05,0.015)和
(0.02,0.05),观察负载端角速度状态的指数稳定性。搭

建的系统Simulink框图如图3所示。

图3 时滞闭环系统稳定性验证Simulink框图

Fig.3 Simulink
 

block
 

diagram
 

for
 

stability
 

validation
 

of
 

time-delay
 

closed-loop
 

systems

稳定性验证结果如图4所示。从图4中可以看出,在
(KP,KI)=(0.02,0.003)下,时滞系统式(18)在1

 

s内很

快稳定到0状态,且稳定过程始终在指数衰减线以下,说
明该系统指数渐近稳定;在 (KP,KI)=(0.05,0.15)下,

  

系统式(18)出现失稳,并在6
 

s左右开始出现高于指数衰

减线的情况,说明该系统不稳定;在 (KP,KI)=(0.02,

0.05)下,系统式(18)出现在平衡状态上下近似等幅波动,
并在11

 

s左右开始出现高于指数衰减线的情况,说明该系

统满足Lyapunov意义下稳定(即临界稳定)但不满足指数

渐近稳定。后两者与使用2.2节的判据得出 (KP,KI)分

别在(0.05,0.15)和(0.02,0.05)时系统没有容许的时滞相

对应。

图4 时滞闭环系统稳定性验证曲线

Fig.4 Stability
 

verification
 

curves
 

for
 

time-delay
 

closed-loop
 

systems

特别地,在控制增益 (KP,KI)=(0.02,0.003)下取

指数衰减率α=0,所求时滞上界最大值hmax =1.632
 

8。
不同时滞稳定判据下的hmax 结果对比如表2所示。

表2 不同时滞稳定判据下的hmax 结果对比

Table
 

2 Comparison
 

of
 

hmax
 results

 

under
 

different
 

time-delay
 

stabilization
 

criteria
时滞稳定判据 自由权矩阵 积分不等式 时滞分割 hmax 结果 hmax 结果优化率/%

参照判据 使用 未使用 未使用 0.891
 

4 0
文献[24] 使用 使用 未使用 1.115

 

8 25.17
本文判据 使用 使用 使用 1.632

 

8 83.17

·23·
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  若判据中仅保留自由权矩阵方法,而未使用积分不等

式和时滞分割方法(以该判据为参照),则hmax 结果下降为

0.891
 

4。若判据中结合了自由权矩阵和积分不等式两种

方法,但未使用时滞分割方法,该判据对应于文献[24]中
的定理3.1,则hmax 结果下降为1.1158。本文判据的hmax

结果比参照判据提高了83.17%,比文献[24]判据提高了

46.33%,说明本文稳定判据具有更低的保守性。

4 结  论

  本文充分考虑伺服电机传动系统存在的时变时滞,利
用Lyapunov泛函分析法结合自由权矩阵、时滞分割、积分

不等式等技术,获得了闭环系统时滞相关稳定判据。应用

该判据,求出了保证系统稳定的控制增益适用时滞范围,
验证了系统稳定性跟容许时滞上限有关,通过跟其他判据

的对比得出了本文稳定判据具有更低的保守性。本文判

据的低保守性能够显著增加系统稳定性分析的准确性,能
够放宽伺服电机传动系统在传动、信号传输和信号检测等

环节设计中的时滞指标要求,对更复杂的伺服电机传动系

统设计、分析及控制具有借鉴意义。Lyapunov泛函的选取

和积分不等式界定对稳定判据的保守性有至关重要的影

响,可能仍有改进空间。另外,针对伺服电机传动系统参

数时变或不准确、存在多个时变时滞和复杂扰动等情况,
未来可考虑深入开展更细致精准的系统建模、系统鲁棒稳

定性分析以及L2 增益分析等。
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