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摘　要：为了解决接触式轮廓扫描仪由于部件安装不精确而对测量数据结果造成偏差的问题，分析 了 误 差 的 主 要 来

源，运用最小二乘法的思想，以残差平方和最小为优化目标建立系统的误差处理模型，提出并建立一套 基 于ＬＭ 算 法

迭代求出系统参数的现场标定方法，并使用 ＭＡＴＬＡＢ软件编程验证了算法可行性且对算法进行了鲁棒性实验，仿真

实验数据表明该算法可实 现 对 系 统 参 数 的 精 确 标 定 与 坐 标 的 修 正，收 敛 速 度 快，精 确 度 高 可 以 将 测 量 误 差 控 制 在

０．０５ｍｍ以下，角度误差控制在０．１°以下，大大降低了扫描仪的制造和安装精度要求。
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０　引　　言

随着生活水平的提高，人们对眼镜的舒适度、美观性的

要求越来越高，眼镜的加工朝着高精度、自动化方向发展，

扫描仪是实现全自动镜片磨边功能的第一步［１］，按测量方

式可分为接触式和非接触式测量扫描仪，本文所研究的接

触式轮廓扫描仪利用检测钩或被测物体旋转一周编码器返

回的长度序列和步进角得到被测物体的轮廓［２］。由于安装

扫描部件时有偏差导致检测钩起始点与旋转中心不重合，

直接测量得不到正确的轮廓数据，为了使加工数据真实可

靠，提高测量精度和可靠性，有必要对扫描系统参数进行标

定，进而对轮廓坐标进行修正。
针对以上问题，目前主流的解决方法有两种，１）借助尺

寸已知的标定板，通过测量标定板获取到特殊测量点的数

据再经过数学计算得到系统参数，这种方法的优点是计算

简便更易实现在线标定，缺点是离散测量条件下特殊点的

获取具有偶然性，鲁棒性差；２）分析了系统的主要误差来源

后，以最小二乘法为基本理论，建立带有待测系统参数的数

据处理模型，通过对该模型的求解获取到系统参数［３－６］，这

类方法优点是具有较强的鲁棒性和稳定性，缺点是若模型
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过于复杂则计算量较大，难以实现在机标定。对于复杂机

械系统来说，该优化目标问题一般为非线性最小二乘法拟

合，即拟合函数的参数是非线性的，此时最小二乘问题需要

一个迭代求解算法［７］。这类算法的思路是通过对模型参数

的精心选择并更新来逐步减少模型函数和数据点之间的误

差平方和直至优化目标满足系统精度要求。目前国内外常

用算法有最 速 下 降 法、Ｎｅｗｔｏｎ法、ＧａｕｓｓＮｅｗｔｏｎ（ＧＮ）法、

Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ－Ｍａｒｑｕａｒｄｔ（ＬＭ）算法等。最速下降法中搜索方

向为当前点的梯度负方向，是一种非常稳定的算法，但收敛

速度不尽如人意。Ｎｅｗｔｏｎ法保留了目标函数Ｔａｙｌｏｒ级数

展开式中的一阶和二阶项，具有二次收敛速度，但每一步迭

代都需要计算 Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵，计算繁琐。在ＧＮ法中，通过

假设最小二乘函数在参数上是局部二次函数，将目标函数

的Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵的转置与其相乘近似Ｈ′矩阵，提高了算法

效率。但上述两种算法都有可能出现 Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵或其近

似矩阵Ｈ′非正定或不满秩而无法继续迭代［８－１０］。ＬＭ算法

结合了两种最优化算法：梯度下降法和高斯－牛顿 法，ＬＭ
法是在高斯牛顿的基础上加入了一个变量因子解决近似的

Ｈ 矩阵可能非正定或不满秩的问题。
本文分析了系统主要误差来源后，建立测量数据处理模

型，并通 过 数 据 间 的 关 系 化 简 模 型，利 用 ＬＭ 算 法 结 合

Ａｒｍｉｊｏ和 Ｗｏｌｆｅ准则［１１］对该模型进行求解，利用 ＭＡＴＬＡＢ
软件编程仿真了实验数据验证了算法可行性，并将仿真的数

据加入不同的随机噪声对算法的鲁棒性进行了实验分析，实
验结果表明，利用优化ＬＭ算法求解本文所建立的系统数据

处理模型可实现测量系统快速、高精度定标。

１　接触式轮廓测量原理及误差分析

本文所研究的接触式轮廓扫描仪主要用于测量镜片及

镜框的轮廓，其扫描原理是将被测物体固定在卡槽内，由步

进电机带动检测部件绕被测物体边缘旋转一周，通过增量

式旋转编码器返回的脉冲信号计数和处理得到边缘点的长

度信息ρ，与此对应的旋转角度θ可 通 过 步 进 角 及 序 列 得

到。有了 长 度 和 角 度 信 息 就 可 以 确 定 边 缘 点 坐 标 记 为

Ｐ（ρｃｏｓθ，ρｓｉｎθ），对被测物体轮廓一周若干个位置采样即

可还原轮廓信息。
本文主要研究检测钩起始点和旋转中心不重合造成的

误差，当二者重合时，由编码器返回的长度序列ρ和滑轨逆

时针旋转的角度θ可得点Ｐ 坐标 （ρｃｏｓθ，ρｓｉｎθ）。 当旋转

中心Ｏ 与检测钩起始点Ｑ 不重合，即Ｏ 到滑轨存在垂直距

离ｄ时，如图１所示。
当旋转中心Ｏ 与检测钩起始点Ｑ 不重合，即Ｏ 到滑轨

存在垂直距离ｄ时，实际测量的是坐标Ｐ（ρ′ｃｏｓθ′，ρ′ｓｉｎθ′）
处的值，其中：

ρ′＝ ｄ２＋（ρ－ΔＬ）槡 ２

θ′＝θ－ａｒｃｓｉｎ
ｄ
ρ′

烅
烄

烆

（１）

图１　测量误差模型

测量误差可认为是：

Δ＝ｆ（ρｃｏｓθ，ρｓｉｎθ）－ｆ（ρ′ｃｏｓθ′，ρ′ｓｉｎθ′） （２）

２　接触式轮廓测量数据处理模型

２．１　测量数据模型

首先要建立测量数据的数学模型。如图２所示，实际

使用四周是圆角的正方形标定板，设旋转中心为坐标原点，
坐标轴方向和标定板的两组对边方向平行。设滑轨在初始

位置时与ｘ轴正半轴的夹角为α０，设采样４００个点即系统

的步进角为０．９°，则滑轨在任意位置时与ｘ轴正半轴的夹

角α＝α０＋２πｎ／４００（ｎ＝０，１，…），ｎ为测量点的序号。

图２　数据测量模型

在这里只利用测量直线时的数据，除了需要标定的系

统参数外，还需要知道正方形标定板和坐标系的相对关系

后才能建立系统的测量模型，设测量点Ｐ 时与之相交的正

方形边所在直线到坐标原点的垂直距离为ｌ，则：

ρ＝ＰＭ＋ＭＱ ＝
ｌ
ｃｏｓα＋

ｄｔａｎα＋ΔＬ （３）

２．２　测量数据处理模型

运用最小二乘法的基本原理，建立系统的数据处理模

型，将实际测得的数据和理论得到的数据之差的平方和作

为系统的数据处理模型，即：

Ｆ（α，ｄ，ΔＬ，ｌ）＝∑
ｍ

ｉ＝１

（ρ测ｉ－ρｉ）
２ （４）

求出使该式 取 得 最 小 值 时 的 参 数 即 为 系 统 要 标 定 的

参数。
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为了简化数据处理模型，即缩减模型中的未知量个数，
提高迭代效率，首先讨论ΔＬ 对 测量结果的影响，由式（３）
可知每两个测量点的数据模型相减可以消去ΔＬ，故本文

将相邻两个测量点数据相减作为新的数据模型，即：

ρ＝ρｉ－ρｉ＋１＝
ｌ
ｃｏｓαｉ

＋ｄｔａｎαｉ＋ΔＬ－

ｌ
ｃｏｓαｉ＋１

＋ｄｔａｎαｉ＋１＋ΔＬ（ ）＝ ｌ
ｃｏｓαｉ

＋ｄｔａｎαｉ －
ｌ

ｃｏｓαｉ＋１
－

ｄｔａｎαｉ＋１ （５）
接下来讨论是否可以消去坐标轴与标定板的相对位置

对标定结果的影响，如图３所示，设滑轨在测量Ｐ１ 位置时

与ｘ轴正向夹角为α１，与其相交的正方形标定板的边长方

程设为ｘ＝ｌ１，Ｐ２ 为滑轨在测量Ｐ１ 点后逆时针旋转１８０°
后的测量点，则有：

ρ１＋ρ２＝
ｌ１＋ｌ２
ｃｏｓα１

＋２（ｄ·ｔａｎα１＋ΔＬ） （６）

图３　测量数据处理模型

将式（５）和（６）结合在一起建立新的数据模型：

ρ＝
ｌ１＋ｌ２
ｃｏｓαｉ

＋２ｄ·ｔａｎαｉ－
ｌ１＋ｌ２
ｃｏｓαｉ＋１

－２ｄ·ｔａｎαｉ＋１ （７）

已知标定板尺寸为ｌ１＋ｌ２＝４５ｍｍ，故 利 用 相 邻 及 对

边的４个数据相加减去建立的残差模型和ΔＬ 以及标定板

的位置参数无关，这样做可巧妙减少了优化模型的维度，优
化模型变为：

Ｆ（α０，ｄ）＝∑
ｍ

ｉ＝１
ρ测ｉ－

４５
ｃｏｓαｉ

＋２ｄ·ｔａｎαｉ－
４５

ｃｏｓαｉ＋１
－２ｄ·ｔａｎαｉ＋１（ ）（ ）２

（８）

其中，αｉ ＝α０＋
２Π（ｉ－１）
４００

３　数据处理模型求解

３．１　非线性最小二乘优化

建立数据处理模型后，优化目标为求使得式（６）取得最

小时的参数［１２－１４］，此 为 非 线 性 最 小 二 乘 拟 合 问 题，即 拟 合

函数的参数是非线性的，需要一个迭代求解算法。
将第ｉ次观测点的预测偏差记为：

ｒｉ ＝ρ测ｉ－ρｉ（αｉ） （９）

现有ｍ 个观测点，ｒ＝ ［ｒ１ｒ２…ｒｍ］Ｔ，则优化目标函

数记为：

Ｓ＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｒ２ｉ ＝ｒＴｒ （１０）

记β＝［α０ｄ］，
Ｓ
βｊ

＝２∑
ｍ

ｊ＝１
ｒｉ
ｒｉ
βｊ
，则目标函数的梯度：

Ｓ（β）＝
Ｓ
β１

Ｓ
β２

［ ］Ｔ ＝ Ｓ
α０
Ｓ
ｄ［ ］Ｔ （１１）

ｒ对于β的雅可比矩阵：

Ｊ（ｒ（β））＝

ｒ１
α０

ｒ１
ｄ

 

ｒｍ
α０

ｒｍ
ｄ

熿

燀

燄

燅

（１２）

梯度可以用雅可比矩阵表示为 Ｓ＝２ＪＴｒ，则目标函

数的黑塞矩阵Ｈ 的元素：

２　Ｓ
βｋβｊ

＝２

βｋ ∑

ｍ

ｉ＝１
ｒｉ
ｒｉ
βｊ

（ ） （１３）

对式（１３）应用链式法则可得到：

２　Ｓ
βｋβｊ

＝２∑
ｍ

ｉ＝１

ｒｉ
βｋ
ｒｉ
βｊ
＋ｒｉ

２ｒｉ
βｋβｊ

（ ） （１４）

将Ｏ矩阵元素定义为Ｏｋｊ＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｒｉ
２ｒｉ
βｋβｊ

，那么黑塞矩

阵可表示为Ｈ ＝２（ＪＴＪ＋Ｏ）

３．２　Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ－Ｍａｒｑｕａｒｄｔ算法

ＬＭ算法结合了两种最优化算法：梯度下降法和高斯－
牛顿法。由一维牛顿迭代法，当目标函数ｆ 为一元目标函

数ｆ（ｘ），它的迭代方程形式为：

ｘｋ ＝ｘｋ－１－
ｆ′（ｘｋ－１）
ｆ″（ｘｋ－１）

（１５）

将一维推广到多维，即为多元目标函数ｆ（ｘ），标量ｘ
变为一维向量 ｛ｘ｝＝ ｛ｘ１，ｘ２，ｘ３，…，ｘｎ｝，一阶导数对于

多元目标函数来说是个梯 度 向 量 ｆ（ｘ），二 阶 导 数 变 为

一个ｎ×ｎ矩阵Ｈ（ｘ）。 它的迭代方程形式为：

ｘｋ ＝ｘｋ－１－Ｈ（ｘｋ－１）－１ｆ（ｘｋ－１） （１６）
将本文测量系统的数据处理模型应用牛顿法：

β（ｋ＋１）＝β（ｋ）－Ｈ（βｋ－１）－１Ｓ（βｋ－１）＝β（ｋ）－
（２（ＪＴＪ＋Ｏ））－１２ＪＴｒ＝β（ｋ）－（ＪＴＪ＋Ｏ）－１　ＪＴｒ （１７）

当选取的模型较 好 时，ｒｉ 趋 近 于０，则 可 以 忽 略Ｏ 矩

阵，迭代方程变换为：

β（ｋ＋１）＝β（ｋ）－（ＪＴＪ）－１　ＪＴｒ （１８）
这就是高斯牛顿法的迭代方程，这样做大大减小了计

算量，但用ＪＴＪ近似代替黑塞矩阵Ｈ 仍存在近似矩阵可能

是非正定的问题，在当前点不能保证收敛，所以需要在高斯

牛顿法的基础上进行改进。
当所研究的目 标 函 数 的 黑 塞 矩 阵 的 近 似 函 数ＪＴＪ 有

可能出现非正定的情况，需要对迭代方程进行ＬＭ修正：
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β（ｋ＋１）＝β（ｋ）－（ＪＴＪ＋μＩ）
－１　ＪＴｒ （１９）

还可以对步长进行优化，使其在迭代中自适应调整并

保证 收 敛，优 化 方 法 采 取 Ａｒｍｉｊｏ准 则 收 缩 过 大 的 步 长，

Ｗｏｌｆｅ准则防止步长过小，即：

β（ｋ＋１）＝β（ｋ）－αｋ（ＪＴＪ＋μＩ）
－１　ＪＴｒ （２０）

确定了优化路径后，给定一个初始点便可进行迭代求

取最优解，当模型变化缓慢到区域０，则可认为达到收敛条

件终止迭代［１５］。

４　仿真实验及数据分析

４．１　仿真模拟

为了验证标定算法，在给定正方形标定板与坐标系的相

对位置关系及起切距ΔＬ后，再给定一组要标定的系统参数

［α０　ｄ］利用 ＭＡＴＬＡＢ软件编程模拟仿真出该参数的数据

集，利用上述算法对数据处理模型进行迭代求解，比较解出

的参数 ［α′０　ｄ′］与设定值的区别验证算法的准确性。
初始迭代值的选取对于算法是否收敛以及迭代速度来

说及其重要，考虑实际应用时已知系统的期望初始参数为：

ΔＬ＝０，α０＝０，ｄ＝０，故本文将迭代初值设为０，将模拟

的实际参数值设为零附近的数值。数据处理结果如表１所

示，以式（８）建立的误差处理模型对应图上标出了算法的迭

代路径如图４所示。

表１　无随机误差的数据模拟及处理结果

系统参数 设定值 迭代初值 迭代终值 相对误差／％
α０／（°） ２．００　 ０　 １．９９７　８６４　 ０．１０６　８
ｄ／ｍｍ　 ５．００　 ０　 ５．０００　１１５　 ０．０１１　５

图４　迭代路径

　　在这里为了说明本文所使用的算法具有高精度和良好

的鲁棒性，利用引言中第１种方法即对离散测量标定板时

获取到的特殊点据进行简单地数学计算求解得到系统参数

的方法做仿真实验，实验结果如表２所示。
表２中只记录了两次实验结果，可以看出，每一次的标定

结果都与设定值有较大偏差且计算结果不稳定，鲁棒性差。

４．２　鲁棒性实验

为了使模拟更接近实际情况，在仿真出的数据中加入

　　 表２　未拟合离散数据点求解参数结果

系统参数 设定值 计算结果１ 计算结果２
α０／（°） １０．００　 ９．２６８　９　 １２．４７７　７０
ｄ／ｃｍ　 １．００　 １．３０２　６　 ０．０４６　９６
ΔＬ／ｃｍ　 ２．００　 ２．０１６　６　 １．９７７　２６

不同随机噪声［１６］取其中一次的实验结果如表３所示。

表３　带入不同随机噪声后的数据处理结果

系统

参数
设定值

迭代

初值

迭代终值

噪声１
０．１ｍｍ

噪声２
０．０１ｍｍ

噪声３
０．００１ｍｍ

α０／（°）２．００　 ０　 １．９３２　４５５　０　２．０１７　３１９　 １．９９４　０１９
ｄ／ｍｍ　５．００　 ０　 ５．０２６　０７７　３　４．９９９　１８４　 ５．０００　２９８

　　当随机噪声取０．１ｍｍ时迭代路径如图５所示。

图５　加入噪声后的迭代路径

实验结果表明加了随机噪声后，优化模型仍具有很好

的收敛性，应用 在 工 程 实 践 中 不 易 被 噪 声 淹 没［１６］，具 有 良

好的鲁棒性。

５　结　　论

本文针对接触式镜片／镜框轮廓扫描仪在安装测量部

件时有偏差的问题，分析了系统的主要误差来源即扫描仪

旋转中心和检测起始点不重合，建立起数据测量模型后利

用非线性最小二乘法的思想建立了系统的误差处理模型并

利用数据间的关系巧妙地减少了优化模型的维度，使得模

型求解更加简便，模型的求解利用ＬＭ算法结合步长优化，
实现了在线标定。最后 使 用 ＭＡＴＬＡＢ进 行 了 仿 真 实 验，
模拟了理想状态和带随机误差时的数据处理结果，实验表

明本文建立的 模 型 利 用 该 算 法 可 很 好 的 收 敛 于 目 标 优 化

值。本文对于测量系统的中的系统误差可以很好的消除，
但偶然误差如 每 次 放 置 被 测 物 体 时 的 倾 角 无 法 测 量 或 校

正，今后的工作可以致力于解决这类误差。
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